Récursion vs. itération

En passant par la récursion terminale
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ll'y a environ 3 mois...

« Ralala, tous ces profs de prépa qui font calculer les coefficients de
Bezout en récursif... »
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ll'y a environ 3 mois...

« Ralala, tous ces profs de prépa qui font calculer les coefficients de
Bezout en récursif... »
-SLy(Z)- -

@ Qu’est-ce qu’un bon algorithme ?

» complexité en temps...
» en espace;
» robustesse, preuve, passage a I'échelle.
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ll'y a environ 3 mois...

« Ralala, tous ces profs de prépa qui font calculer les coefficients de
Bezout en récursif... »
-SLy(Z)- -

@ Qu’est-ce qu’un bon algorithme ?
» complexité en temps...
» en espace;
» robustesse, preuve, passage a I'échelle.
@ Qu’est-ce qu’un bon algorithme a raconter a nos éléves ?
» complexités;
» idées naturelles;
» code simple, qu’ils peuvent écrire eux-méme;
» exécutable a la main ?
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ll'y a environ 3 mois...

« Ralala, tous ces profs de prépa qui font calculer les coefficients de
Bezout en récursif... »
-SLy(Z)- -

@ Qu’est-ce qu’un bon algorithme ?
» complexité en temps...
» en espace;
» robustesse, preuve, passage a I'échelle.
@ Qu’est-ce qu’un bon algorithme a raconter a nos éléves ?
» complexités;
» idées naturelles;
» code simple, qu’ils peuvent écrire eux-méme;
» exécutable a la main ?

@ Alors, récursif ou itératif ?
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Des histoires de passeport

Le petit Frangois fait une demande de passeport...
@ dans sa mairie d’arrondissement...
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Des histoires de passeport

Le petit Frangois fait une demande de passeport...
dans sa mairie d’arrondissement...
qui transmet a la mairie centrale...

°
°

@ qui transmet a la préfecture...

@ qui transmet au ministére de l'intérieur...
°

qui transmet a 'imprimerie nationale.
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Des histoires de passeport

Le petit Frangois fait une demande de passeport...
@ dans sa mairie d’arrondissement...
@ qui transmet a la mairie centrale...
@ quitransmet a la préfecture...
@ qui transmet au ministére de l'intérieur...
@ qui transmet a I'imprimerie nationale.

Et une fois le passeport imprimé, qu’est-ce qui se passe ?
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Récursivité terminale

Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?
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Récursivité terminale

Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?
@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
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Récursivité terminale
Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?

@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
9(x) sixcB

@ Bon, proposons f(x) = {h(x f(x')) sinon
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Récursivité terminale
Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?

@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
9(x) sixe B
h(x,f(x")) sinon

{g(x) sixe B

h(x,f(x{),...,f(xx)) sinon

@ Bon, proposons f(x) = {

@ Non, plutét f(x)
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Récursivité terminale
Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?

@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
9(x) sixe B
h(x,f(x")) sinon

{g(x) sixe B

h(x,f(x{),...,f(xx)) sinon

@ Bon, proposons f(x) = {

@ Non, plutét f(x)

@ Non, méme pas...
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Récursivité terminale

Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?
@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
9(x) sixeB

@ Bon, proposons f(x) =
o * {h(X,f(X’)) sinon
[ B
@ Non, plutét f(x) = 9(x) / / s!xe
h(X7f(X1)7‘-'7f(Xk)) sinon

@ Non, méme pas...
@ Bon, et pour le passeport ?
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Récursivité terminale
Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?
@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
i B
@ Bon, proposons f(x) = 9(x) . STXE
h(x,f(x")) sinon
i ‘B
@ Non, plutét f(x) = 9(x) , , S!XE
h(x,f(x]),...,f(x;)) sinon

@ Non, méme pas...
@ Bon, et pour le passeport ?

f(x) = {g(x) sixe B

f(x') sinon
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Récursivité terminale

Qu’est-ce qu’une fonction « récursive » ?
@ Pfiou... faudrait demander au jury de I'agreg !
9(x) sixeB

@ Bon, proposons f(x) =
o ) {h(X,f(X’)) sinon
[ B
@ Non, plutét f(x) = 9(x) / / s!xe
h(X7f(X1)7‘-'7f(Xk)) sinon
@ Non, méme pas...

@ Bon, et pour le passeport ?

f(x) = {g(x) sixe B

f(x') sinon

@ Call vs. jump.
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n
Un exemple jouet : calculer ) k
k=1
@ En récursif, puisque c’est le theme !
def sommel(n):
if n ==
return 0
return n + sommel (n—1)
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n
Un exemple jouet : calculer ) k
k=1
@ En récursif, puisque c’est le theme !
def sommel(n):
if n == 0:
return 0

return n + sommel (n—1)

@ Probléme dés que n est de I'ordre de 1000.

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 8/41



n
Un exemple jouet : calculer ) k
k=1
@ En récursif, puisque c’est le theme !

def sommel(n):
if n ==
return 0
return n + sommel (n—1)

@ Probléme dés que n est de I'ordre de 1000.
@ Un autre récursif :

def somme_avec_accu(accu, n):
if n == 0:
return accu
return somme_avec_accu(accu+n, n—1)

def somme2(n):
return somme_avec_accu(®, n)
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Au dela du jouet

@ Dérécursifions somme?2 :

def somme3(n):
accu, k = 0, n
while k > 0:
accu, k = accu+k, k—1
return accu
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Au dela du jouet

@ Dérécursifions somme?2 :

def somme3(n):
accu, k = 0, n
while k > 0:
accu, k = accu+k, k—1
return accu

@ Calcul de n! et x™ : méme chose...
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Au dela du jouet

@ Dérécursifions somme?2 :

def somme3(n):
accu, k = 0, n
while k > 0:
accu, k = accu+k, k—1
return accu

@ Calcul de n! et x" : méme chose... quoique !
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Au dela du jouet

@ Dérécursifions somme?2 :

def somme3(n):
accu, k = 0, n
while k > 0:
accu, k = accu+k, k—1
return accu

@ Calcul de n! et x" : méme chose... quoique !
@ Exercice : dérécursifier ceci :

def expo(x, n):
if n ==
return 1
if n % 2 == 0:
return expo(x**2, n//2)
return x * expo(x**2, n//2)
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Exponentiation rapide

@ On rend la récursion terminale.

def expo_rap(x, n):
return expo_rat_term(l, x, n)
def expo_rap_term(accu, x, n):
if n == §: return accu
if n%2 == 0: return expo_rap_term(accu, x*x, n//2)
else: return expo_rap_term( x*accu , X*x, n//2)
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Exponentiation rapide

@ On rend la récursion terminale.

def expo_rap(x, n):
return expo_rat_term(l, x, n)
def expo_rap_term(accu, x, n):
if n == §: return accu
if n%2 == 0: return expo_rap_term(accu, x*x, n//2)
else: return expo_rap_term( x*accu , X*x, n//2)

@ Onitére.

def expo_rap_iter(x, n):
accu, y, p =1, x, n
while p > 0:
if p%2 == 1: accu *=y
Yy, p = y*y, p//2
return accu
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Avant d’aller plus loin...

Les récursivités sont-elles terminales sur ces exemples ?
@ Calcul de pgcd(a,b) :

pgcd(a, b) = pged(b, r),

aveca=bqg-+r.
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Avant d’aller plus loin...

Les récursivités sont-elles terminales sur ces exemples ?
@ Calcul de pgcd(a,b) :

pgcd(a,b) = pged(b, r),

aveca=bqg-+r.

@ Calcul de u et v tel que au+ bv = pgcd(a, b)
(fastoche si on a buy + rvy = pged(a, b)).
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Avant d’aller plus loin...
Les récursivités sont-elles terminales sur ces exemples ?
@ Calcul de pgcd(a,b) :
pgcd(a,b) = pged(b, r),

aveca=bqg-+r.

@ Calcul de u et v tel que au+ bv = pgcd(a, b)
(fastoche si on a buy + rvy = pged(a, b)).

@ Tri fusion.
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Avant d’aller plus loin...

Les récursivités sont-elles terminales sur ces exemples ?
@ Calcul de pgcd(a,b) :

pgcd(a,b) = pged(b, r),

aveca=bqg-+r.

@ Calcul de u et v tel que au+ bv = pgcd(a, b)
(fastoche si on a buy + rvy = pged(a, b)).

@ Tri fusion.
@ Trirapide.
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)
42 | 15
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)
42 | 15 42=2x15+12
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Algorithme d’Euclide
Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42| 15 42 =2 x 15412
15 | 12

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 13/41



Algorithme d’Euclide
Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42=2x15+12
15 | 12 15=1%x1243
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42=2x15+12
15 | 12 15=1%x1243
12| 3
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42| 15 42 =2 x 15412
15 | 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42=2x15+12
15 | 12 15=1%x1243
12| 3 12=4x3+0
310
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42 =2x15+12
1512 15=1x12+3
12 | 3 12=4x3+0
3|0 pged(42,15) = 3
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?
Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42 =2x15+12
1512 15=1x12+3
12 | 3 12=4x3+0
3|0 pged(42,15) = 3

Récursif (terminal)

def pgcd(a, b):
if b ==
return a
return pgcd(b, a%b)
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Algorithme d’Euclide

Comment calculer pged(a, b) ?

Si a= bg+r, alors pgcd(a, b) = pgcd(b,r)

42 | 15 42 =2x154+12
15 ] 12 15=1x12+4+3
12| 3 12=4x3+0
3|0 pged(42,15) = 3
Récursif (terminal) Itératif
def pgcd(a, b): def pgcd2(a,b):
if b == 0: ac, bc = a, b
return a while bc > 0:
return pgcd(b, a%b) ac, bc = bc, ac¥%bc
) return ac
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).

@ Chaque division euclidienne : O(In? n) opérations élémentaires sur
les bits...
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).

@ Chaque division euclidienne : O(In? n) opérations élémentaires sur
les bits... Donc O(In® n).

e Enfait, c’est O(In?n) |
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).

@ Chaque division euclidienne : O(In? n) opérations élémentaires sur
les bits... Donc O(In® n).

e En fait, c’est O(In? n) IC’est-a-dire 0(1) dans beaucoup de
contextes.
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).

@ Chaque division euclidienne : O(In? n) opérations élémentaires sur
les bits... Donc O(In® n).

e En fait, c’est O(In? n) IC’est-a-dire 0(1) dans beaucoup de
contextes.

@ Etenespace?
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Complexité(s) ?
Onsuppose:0<a,b<n
@ Nombre d’étapes : O(Inn).

@ Chaque division euclidienne : O(In? n) opérations élémentaires sur
les bits... Donc O(In® n).

e En fait, c’est O(In? n) IC’est-a-dire 0(1) dans beaucoup de
contextes.

@ Eten espace ? In? n (récursif) vs. In n (itératif).
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Euclide étendu

Comment trouver u et v tels que au+ bv = pgcd(a, b) ?
@ Sia=bqg-+retbus+rvy = pgcd, alors avy + b(uy — qvi) = pged.
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Euclide étendu
Comment trouver u et v tels que au+ bv = pgcd(a, b) ?
@ Sia=bqg-+retbus+rvy = pgcd, alors avy + b(uy — qvi) = pged.

@ « Situ résous le probléme pour (b, r) alors je saurai le résoudre
pour (a,b) ».
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Euclide étendu

Comment trouver u et v tels que au+ bv = pgcd(a, b) ?
@ Sia=bqg-+retbus+rvi = pged, alors avy + b(uy — qvq) = pgcd.
@ « Situ résous le probléme pour (b, r) alors je saurai le résoudre
pour (a,b) ».
@ Super facile a coder !

def bezout(a,b):
if b ==
return (1,0)
(ul,vl) = bezout(b, a%b)
return (vl, ul—(//b)*vl)
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Euclide étendu

Comment trouver u et v tels que au+ bv = pgcd(a, b) ?
@ Sia=bqg-+retbus+rvi = pged, alors avy + b(uy — qvq) = pgcd.
@ « Situ résous le probléme pour (b, r) alors je saurai le résoudre
pour (a,b) ».
@ Super facile a coder !
def bezout(a,b):
if b ==
return (1,0)
(ul,vl) = bezout(b, a%b)
return (vl, ul—(a//b)*xvl)

@ Horrible a exécuter

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 16/41



Euclide étendu

Comment trouver u et v tels que au+ bv = pgcd(a, b) ?
@ Sia=bqg-+retbus+rvi = pged, alors avy + b(uy — qvq) = pgcd.
@ « Situ résous le probléme pour (b, r) alors je saurai le résoudre
pour (a,b) ».
@ Super facile a coder !
def bezout(a,b):
if b ==
return (1,0)
(ul,vl) = bezout(b, a%b)
return (vl, ul—(a//b)*xvl)

@ Horrible & exécuter (enfin, je trouvais ¢a difficile en 1989... et
encore maintenant).

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 16 /41



Méme pas peur

42 | 15
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
15 [ 12
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
15 [ 12 15=1x12+3
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
15 [ 12 15=1x12+3
12| 3
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
15 [ 12 15=1x%x12+3
12| 3 12=4x340
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+12
15 [ 12 15=1x%x12+3
12| 3 12=4x340
3|10
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3
3 = 3 X1+ 0 x0
as=bz by=a,—4b,
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Méme pas peur

42 | 15 42=2x15+4+12
15 | 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3
3 = 3 X1+ 0 x0= 12 x0+ 3 x(1—0x4)
~— ~— ~ <~ 7
az=bp bz=az—4b> ax=by bo=ay—by 1
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15412
15|12 15=1x%x1243
12| 3 12=4x%x3+0
310 pgcd(42,15) =3
3 = 3 X1+ 0 x0=_12 x0+4+ _ 3 x(1—0x4)
<~ —~— — A
az=bp bz=az—4b> ax=by bo=ay—by 1
= 15 x1+ 12, x(0-1)
- T
ar=bo bi=ap—2bo 1
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15412
15|12 15=1%x12+3
12| 3 12=4x%x3+0
3]0 pgcd(42,15) =3
3 = 3 x14+ 0 x0=_12 x0+ _3 x(1—0x4)
~~ ~— ~~ -~ T~
az=bp bz=az—4b> ax=by bo=ay—by 1
= 15 x1+ 12, x(0—1)=42x(—1)+15(1+2)
;\/ ~—— ~——
ay=hgy bi=ag—2bg 1 3
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15412
15|12 15=1%x12+3
12| 3 12=4x%x3+0
3]0 pgcd(42,15) =3
3 = 3 x14+ 0 x0=_12 x0+ _3 x(1—0x4)
~~ ~— ~~ -~ T~
az=bp bz=az—4b> ax=by bo=ay—by 1
= 15 x1+ 12, x(0—1)=42x(—1)+15(1+2)
;\/ ~—— ~——
ay=hgy bi=ag—2bg 1 3

(—1)x42+3x15=3
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Méme pas peur

42 | 15 42 =2x15412
1512 15=1x12+3
12 | 3 12=4x3+0
3]0 pgcd(42,15) =3
3 = 3 x14+ 0 x0=_12 x0+ _3 x(1—0x4)
~— ~— ~~ ~
az=bp bz=az—4b> ax=by bo=ay—by 1
= 15 x1+ 12 x(0—1) =42x(—1)+15(1+2)
~~~ ~—— ~——
ay=hgy bi=ag—2bg 1 3
(—1)x42+3x15=3
Yeah !
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Vers l'itératif
@ Rappel :
» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »
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Vers l'itératif
@ Rappel :
» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »

o1 (0) = (1 )
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Vers l'itératif
@ Rappel :
» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »

oo ()
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Vers l'itératif
@ Rappel :
» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »

oo ()

tn

y ) pour (b, r) et je le cognerai contre
:

@ Plutét que « calcule (

0 1
T —q
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Vers l'itératif

@ Rappel :
» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »

@ lci: = =
v u1 — Qv 1 —q V4
@ Plutét que « calcule (51> pour (b, r) et je le cognerai contre
1

1 0
(? —q) » un peu comme pour n! en récursif...
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Vers l'itératif
@ Rappel :

» Récursivité terminale = « voila le matos pour calculer le résultat;

débrouille toi »
» Récursivité générale = « calcule moi ¢a, puis je vais faire ce qu'il
faut pour trouver le résultat qu’on m’a demandé »

@ lci: = =
v u1 — Qv 1 —q V4
@ Plutét que « calcule (51> pour (b, r) et je le cognerai contre
1

1 z 0
<(1) —q) » un peu comme pour n! en récursif...

@ On pourrait dire : « Quand tu auras les coefficients pour (b, r), tu
les cogneras contre telle matrice ».
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Un algorithme itératif

@ Lalgorithme :
Entrées : (a,b) € N2\ {(0,0)}

(8, be, M) < (a, b, (; ?))

tant que b, > 0 faire

0 1
MC<—MC><<1 _(ac//bc))
(ac, be) « (bg, ac%be)

Résultat : Premiére colonne de M,
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Un algorithme itératif

@ Lalgorithme :
Entrées : (a,b) € N2\ {(0,0)}

(@0, bo, My) (a, b, <; ?))

tant que b, > 0 faire

0 1
MC<—MC><<1 _(ac//bc))
(ac, be) « (bg, ac%be)

Résultat : Premiéere colonne de M,
@ Terminaison : ac + bc décroit strictement (a partir de la deuxiéme
étape!)
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Un algorithme itératif

@ Lalgorithme :
Entrées : (a,b) € N2\ {(0,0)}

(@0, bo, My) (a, b, <2) ?))

tant que b, > 0 faire

0 1
MC<—MC><<1 _(ac//bc))
(ac, be) « (be,ac%be)

Résultat : Premiéere colonne de M,

@ Terminaison : ac + bc décroit strictement (a partir de la deuxiéme
étape!)

@ Invariant : « Si az X Uy + be X vi = pged(a, b) alors en posant

(5) =M, (51> onaura ax u+bxv=pgcd(a,b) »...
1
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Un algorithme itératif

@ Lalgorithme :
Entrées : (a,b) € N2\ {(0,0)}

(@0, bo, My) (a, b, <2) ?))

tant que b, > 0 faire

0 1
MC<—MC><<1 _(ac//bc))
(ac, be) « (be,ac%be)

Résultat : Premiéere colonne de M,
@ Terminaison : ac + bc décroit strictement (a partir de la deuxiéme
étape )
@ Invariant : « Si az X Uy + be X vi = pged(a, b) alors en posant
u u .
(v) = M, (v1> onaura ax u-+bx v=pgcd(a,b) »... ce qui
1
prouve la correction.

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 20/ 41



C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3

6 3)
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0
310 pgcd(42,15) =3
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0

310 pgcd(42,15) =3

¢ ()
(9 (L) (L7
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0

310 pgcd(42,15) =3

AR A R G
) G %) (23 ()
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0

310 pgcd(42,15) =3

I IS I A
e G5 (23) () ()
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0

310 pgcd(42,15) =3

I IS I A
e G5 (23) () ()

(—1)x424+3x15=3
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C’est reparti !

42 | 15 42 =2x15+12
15| 12 15=1x12+3
12| 3 12=4x3+0

310 pgcd(42,15) =3

I IS I A
e G5 (23) () ()

Fastoche !
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LE CODE - LE CODE

def bezout2(a, b):
ac, bc = a, b
mc = np.identity (2, dtype = 'int64’)
while bc != 0:
mc = mc.dot(np.array([[0, 1], [1, —(Cac//bc)]1]1))
ac, bc = bc, ac¥%bc
return list(mc[:, 0])
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LE CODE - LE CODE

def bezout2(a, b):
ac, bc = a, b
mc = np.identity (2, dtype = 'int64’)
while bc != 0:
mc = mc.dot(np.array([[0, 1], [1,
ac, bc = bc, ac¥%bc
return list(mc[:, 0])
>>> bezout2 (42, 15)
[—1, 3]
>>> bezout2 (15, 42)
[3, —11

—(ac//bc)11))

Vendredi 8 mai 2015 — Luminy

22/41



Bon, et donc ?

@ En temps, les deux algorithmes sont en O(In? n) opérations
élémentaires (0 < a,b < n).
A vérifier (pour ceux qui s’ennuient et n’ont pas osé partir)
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Bon, et donc ?

@ En temps, les deux algorithmes sont en O(In? n) opérations

élémentaires (0 < a,b < n).

A vérifier (pour ceux qui s’ennuient et n’ont pas osé partir)

@ Pour la version récursive :
C’est celle que jécri(vai)s naturellement !
Les éléves reconstituent I'algorithme (plus) facilement.
Fonctionnement limpide.
La version itérative est (un peu) magique ! Enfin, l'invariant est un
tout petit peu élaboré.

vV vV v Vv
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Bon, et donc ?

@ En temps, les deux algorithmes sont en O(In? n) opérations
élémentaires (0 < a,b < n).
A vérifier (pour ceux qui s’ennuient et n‘ont pas osé partir)
@ Pour la version récursive :
C’est celle que jécri(vai)s naturellement !
Les éléves reconstituent I'algorithme (plus) facilement.
Fonctionnement limpide.
La version itérative est (un peu) magique ! Enfin, l'invariant est un
tout petit peu élaboré.
@ Pour la version itérative :
» C’est (un peu) magique, justement !
» C’est beaucoup plus facile a tracer a la main que la version
récursive.
» En espace, on passe de Innalnn...

vV vV v Vv
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Bon, et donc ?

@ En temps, les deux algorithmes sont en O(In? n) opérations
élémentaires (0 < a,b < n).
A vérifier (pour ceux qui s’ennuient et n‘ont pas osé partir)
@ Pour la version récursive :
C’est celle que jécri(vai)s naturellement !
Les éléves reconstituent I'algorithme (plus) facilement.
Fonctionnement limpide.
La version itérative est (un peu) magique ! Enfin, l'invariant est un
tout petit peu élaboré.
@ Pour la version itérative :
» C’est (un peu) magique, justement !
» C’est beaucoup plus facile a tracer a la main que la version
récursive.
» En espace, on passe de In?naInn... Yeah!

vV vV v Vv
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Pour trier une zone de tableau...

@ On scinde (en place) cette zone ; on place le pivot.
@ On trie la premiere partie.
@ On trie la seconde partie.
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Pour trier une zone de tableau...

@ On scinde (en place) cette zone ; on place le pivot.
@ On trie la premiere partie.
@ On trie la seconde partie.

el =e ITI] >p TR
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Pour trier une zone de tableau...

@ On scinde (en place) cette zone ; on place le pivot.
@ On trie la premiere partie.
@ On trie la seconde partie.

e =p [THI] >p [TRI] * [ * |

Entrées : T,d,f
i1,ip <— d,d # Si, vraiment !
tant que ip < f faire
si T[>+ 1] < p alors
T[i1 + 1] > T[f2+ 1]
L i+ ii+1
o o+ 1
T[d] + T[i]
Résultat : /
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Code de la préparation de la zone

def preparation(t, debut, fin):
pivot = t[debut]
while i2 < fin:
if t[i2+1] < pivot:
t[i1+1], t[i2+1] = t[i2+1], t[il+1]
il += 1
i2 += 1
t[debut], t[il] = t[il], t[debut]
# placer le pivot dans le sandwich
return il
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Code du tri rapide

@ def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:
p = preparation(t, debut, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

def tri_rapide(t):
tri_rapide_zone(t, 0, len(t)—1)
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Code du tri rapide

@ def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:
p = preparation(t, debut, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

def tri_rapide(t):
tri_rapide_zone(t, 0, len(t)—1)

@ Complexité : quadratique si « ¢ca se passe mal » (...)
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Code du tri rapide

@ def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:
p = preparation(t, debut, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

def tri_rapide(t):
tri_rapide_zone(t, 0, len(t)—1)

@ Complexité : quadratique si « ¢ca se passe mal » (...)
@ En plus : n appels récursifs imbriqués !

» la pile de récursion explose ;
» le tri n’est plus (vraiment) en place;
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Code du tri rapide

@ def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:
p = preparation(t, debut, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

def tri_rapide(t):
tri_rapide_zone(t, 0, len(t)—1)

@ Complexité : quadratique si « ¢ca se passe mal » (...)
@ En plus : n appels récursifs imbriqués !

» la pile de récursion explose ;

» le tri n’est plus (vraiment) en place;

» en fait, il ne va pas marcher dés que n dépasse quelques
milliers/millions !
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Solution théorique

@ Seul le premier appel récursif est non terminal.
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Solution théorique

@ Seul le premier appel récursif est non terminal.
@ lIn’y a qu’a faire la plus petite zone en premier !

def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:

p = preparation(t, debut, fin)

if p—debut <= fin—p:
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

else:
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
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Solution théorique

@ Seul le premier appel récursif est non terminal.
@ lIn’y a qu’a faire la plus petite zone en premier !

def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:

p = preparation(t, debut, fin)

if p—debut <= fin—p:
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

else:
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)

@ Pile de récursion (non terminale) de hauteur O(In n).
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Solution théorique

@ Seul le premier appel récursif est non terminal.
@ lIn’y a qu’a faire la plus petite zone en premier !

def tri_rapide_zone(t, debut, fin):
if debut<fin:

p = preparation(t, debut, fin)

if p—debut <= fin—p:
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)

else:
tri_rapide_zone(t, p+1, fin)
tri_rapide_zone(t, debut, p—1)

@ Pile de récursion (non terminale) de hauteur O(Inn).
@ Ga ne marche pas! Récursion terminale non détectée.
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Mise en place itérative

@ |dée : dérécursifier avec une pile TODO.
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Mise en place itérative

@ |dée : dérécursifier avec une pile TODO.

@ Algorithme :
Entrées : T,d et f
TODO<—PileVide ()
Empiler( (d,f), TODO )
tant que NOT ( EstVide( TODO ) faire
(di,f) «Depiler( TOTO )
si di < f; alors
p < preparation(di, f;)
Empiler( (dl, p-1), TODO)
Empiler( (pt+l, f1), TODO)
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Mise en place itérative

@ |dée : dérécursifier avec une pile TODO.

@ Algorithme :
Entrées: T,d et f
TODO<—PileVide ()
Empiler( (d,f), TODO )
tant que NOT ( EstVide( TODO ) faire
(di,fi) <Depiler( TOTO )
si dy < f; alors
p < preparation(d, f;)
Empiler( (dl, p-1), TODO)
Empiler( (pt+l, f1), TODO)

@ Rha, jai oublié ces histoires de plus petite zone a traiter en
premier !
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LE CODE - LE CODE

def tri_rapide_iter(t):
TODO = creer_pile()
empiler ((®, len(t)—1), TODO)
while not(est_vide(TODO)):
(d,f) = depiler (TODO)
if d < £:
p = preparation_zone(t, d, f)
if p—d <= f—p:
empiler ((p+1,f), TODO)
empiler ((d,p—1), TODO)
else:
empiler ((d,p—1), TODO)
empiler ((p+1,f), TODO)
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Pour terminer avec le tri rapide

@ Temps d’exécution dégradé ? (temps en secondes ; moyenne sur
dix tableaux aléatoires)

n | Trirécursif | Tri avec pile

104 0.071 0.086
10° 0.90 1.07
108 13.1 14.5
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Pour terminer avec le tri rapide

@ Temps d’exécution dégradé ? (temps en secondes ; moyenne sur
dix tableaux aléatoires)

n | Trirécursif | Tri avec pile

104 0.071 0.086
10° 0.90 1.07
108 13.1 14.5

And the winner is ?
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Pour terminer avec le tri rapide

@ Temps d’exécution dégradé ? (temps en secondes ; moyenne sur
dix tableaux aléatoires)

n | Trirécursif | Tri avec pile

104 0.071 0.086
10° 0.90 1.07
108 13.1 14.5

And the winner is ?
@ Pile de hauteur O(Inn) ?

(dk; )

(&1 ., .f1 |
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Pour terminer avec le tri rapide

@ Temps d’exécution dégradé ? (temps en secondes ; moyenne sur
dix tableaux aléatoires)

n | Trirécursif | Tri avec pile

104 0.071 0.086
10° 0.90 1.07
108 13.1 14.5

And the winner is ?
@ Pile de hauteur O(Inn) ?

(dk,fk)
fic — dk <z

(&1 ., .f1 |
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Hanoi

@ Une solution récursive facile a programmer...

def hanoi(n, a, b):
""" n disques a transporter de a vers b"""
c = 6—(a+b) # le piquet intermédiaire
if n > 0:
hanoi (n—1, a, c)
print("Déplacer une piéce de %i vers %i"%(a,b))
hanoi(n—1, c, b)
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Hanoi

@ Une solution récursive facile a programmer...

def hanoi(n, a, b):
""" n disques a transporter de a vers b"""
c = 6—(a+b) # le piquet intermédiaire
if n > 0:
hanoi (n—1, a, c)
print("Déplacer une piéce de %i vers %i"%(a,b))
hanoi(n—1, c, b)

@ et horrible a exécuter.
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Hanoi

@ Une solution récursive facile a programmer...

def hanoi(n, a, b):
""" n disques a transporter de a vers b"""
c = 6—(a+b) # le piquet intermédiaire
if n > 0:
hanoi (n—1, a, c)
print("Déplacer une piéce de %i vers %i"%(a,b))
hanoi(n—1, c, b)

@ et horrible a exécuter.
@ Exercice : dérécursifier !
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Fibonacci (encore et toujours)
fn—|—2 =fh+ fn—|—1

@ Récursion naive : exponentielle (en n) en temps ; pas en espace
(quelle complexité, au fait ?)
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Fibonacci (encore et toujours)
fn+2 =fh+ fn+1

@ Récursion naive : exponentielle (en n) en temps ; pas en espace
(quelle complexité, au fait ?)

1

» O(n) opérations élémentaires sur les bits...
» ou O(Inn) en modulaire.

Oublions !

: o 1\
@ « La bonne fagon de faire » : 1

Stéphane Gonnord Récursion vs. itération Vendredi 8 mai 2015 — Luminy 38/41



Fibonacci (encore et toujours)
fn+2 =fh+ fn+1

@ Récursion naive : exponentielle (en n) en temps ; pas en espace
(quelle complexité, au fait ?)

, o 1\
@ « La bonne facon de faire » : 11

» O(n) opérations élémentaires sur les bits...
» ou O(Inn) en modulaire.

Oublions !

@ Itératif+tableau... ou bien récursif+dictionnaire (remember) ?
Qu’est-ce qui est le plus simple, le moins colteux ?
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Fibonacci (encore et toujours)
fn+2 =fh+ fn+1

@ Récursion naive : exponentielle (en n) en temps ; pas en espace
(quelle complexité, au fait ?)

, o 1\
@ « La bonne facon de faire » : 11

» O(n) opérations élémentaires sur les bits...
» ou O(Inn) en modulaire.

Oublions !

@ Itératif+tableau... ou bien récursif+dictionnaire (remember) ?
Qu’est-ce qui est le plus simple, le moins colteux ?

@ Mémes idées en programmation dynamique !
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Last but not least : Ackerman
m+1 sin=0

Ack(n,m) = ¢ Ack(n—1,1) sin>0etm=0
Ack(n—1,Ack(n,m—1)) sinon
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Last but not least : Ackerman

m+1 sin=0
Ack(n,m) = ¢ Ack(n—1,1) sin>0etm=0
Ack(n—1,Ack(n,m—1)) sinon

Gni?
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Last but not least : Ackerman

m-+1 sin=0
Ack(n,m) = ¢ Ack(n—1,1) sin>0etm=0
Ack(n—1,Ack(n,m—1)) sinon
Gni?
ml \
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C’est fini

Des questions ?
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C’est fini

Des questions ?

Merci de votre attention !
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